Capitolo 2: Automi a gati finiti

1 Sistemi a sati

Vogliamo introdurre un sstema che modeli un semplice meccanismo di interazione con una “scatola
nerd’, dotata di un ingresso e di una uscita Supponiamo che tde sstema possa ricevere in ingresso
messaggi, dati da un afabeto finito S= {S1,S2 ,... Si}, e produrre in uscita un vaore in {0,1} che pud
essere osservato. Un esperimento sul sstema consiste nel due passi:

1. Viene presentata una sequenzadi messaggi, descritta da una parolawl S*.
2. Al termine viene effettuata una osservazione: e il risultato € 1 la parola viene accettata, adtriment

respinta.

Poiché possamo accedere d sSsema solo attraverso esperimenti, il comportamento dd sstema e
descritto dall’indeme di parole accettate; questo Sistema é quindi visto come riconoscitore di linguagg.

Es0 pud essere modedlato attribuendo d sstema un indeme di possihbili gati interni Q, con le seguenti

richieste;

1. Ad ogni igtante il sstema d§ trova in un preciso stato d Q e questo stato pud essere modificato solo

attraverso un messaggio S| S inviato in ingresso. La legge che descrive la modifica di stato interno

causata dal’arivo di un messaggio € data dala funzione di transizione (o di stato prossimo d:

SXQ® Q . Se il ssema s trova ndlo stato g ed ariva il messaggio S, il sstema passa ndlo stato

d(q, s).

Primaddl’arivo di ogni messaggio, il Ssemasd trovain uno sato inizide g,l Q.

3. L'ossarvazione sul sistema é descritta da una funzione di uscita | : Q® {0,1}: s il ssema € nelo
dao q, il risultato del’osservazione € 1 () . S ossavi che la funzione | € univocamente
individuata assegnando I'indemedi stati F = {q || (q) =1}; tai stati sono detti stati finali.

N

Messaggioiningreso s1 S

v

Stato g

v

Ossarvazionein uscitad {0,1}

Formamente:
Definizione 1.1Un automa a stati A éun ssemaA =<Q, S,d, g, F> doveQ e uninsemedi
stati, S & un dfabeto finito, d: SxQ® Q é la funzione di transmone %l Q & lo stato inizide, H Q &
I'indeme degli g4 findi che definisce unafunzionel : Q® {0,1}, dove:

| (o) =seql Faloralatrimenti 0

Sel’indeme Q efinito, I’automa e detto a stati finiti.
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La funzione d: SxQ® Q pud essere estesa univocamente ad una funzione d*: S*xQ® Q definita
induttivamente da:

1. d*(g,e)=q, A

2. d*(q,ws)=d(d*(w,q), S) per ogniwl S*.

In sostanza d*(g, w) € lo stato in cui ariva il sSstema, inizidizzato con g, dopo aver applicato le azioni
corrispondenti ala sequenzaw di messaggi.

I linguaggio L (A) riconosciuto dalI’ automa A € dato da A
L(A)={w]|wl S* e d*(go,w)l F} ={w|wl S* e | (d*(go, w))=1}
Con abuso di notazione, per semplicita, lafunzione d* sarain seguito denotata con d.

Un automa a dtai finiti pud essere ulteriormente rappresentato come diagramma degli stati, cioe come
un grafo orientato in cui i vertici (indicati in circonferenze) rgppresentano gli dati e i lai (etichettat
con smboli di S ) le posshili trangzioni tra dati. Lo dato inizide viene indicato con una freccia in
ingresso mentre gli Stati finali vengono indicati con una doppia circonferenza (vedere esempio 2.1).

Esempio 2.1

S condderi I'automa A=< S, Q, d, g, F> dove:
S={ab}
Q={ a1, a2}
d: {ab}x{ qi, 92}® { g1, ¢} dataddlatabela:

da]|b
g1 | 01|02
J2 [O2]01

Sao inizde o
F={ a2}
Il suo diagrammaadati € il seguente:

Qe
—O— ()
b
S osservi che ogni parola wi S* induce nd diagramma degli stati un cammino, ddlo tato inizide o

ad uno sato g, cos che il linguaggio accettato ddl’automa € dato ddle parole che inducono cammini
che portano dallo gato inizide in uno sato finde.

Nel corso di questo capitolo sudiamo gli automi come riconoscitori di linguaggi. In particolare
affrontiamo problemi di sntes (dato un linguaggio, codruire un automa che lo riconosce) e di dntes
ottima (dato un linguaggio, codruire il “piu piccolo” auttoma che lo riconosce). Diamo poi due
caaterizzazioni ddla cdasse de linguaggi riconostiuta da automi a dati finiti, la prima mediante le
grammatiche di tipo 3 e la seconda mediante le cosdette “ espressioni regolari”.
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2 Osservabilita e indigtinguibilita di stati

Dato un attomaasati A=<Q,S,d, ¢, F>, il comportamento di A &il linguaggio
L(A)={w|wl S* e d(go, W)l F} ={w|wl S* e | (d(cp, w))=1}

Essenzidmente il comportamento € oftenuto dai risultati degli esperimenti sull’ automa, poiché | (d(qp,
w)) e il risultato di una ossarvazione dopo che I'automa ha processato  la sequenza di messaggi
descritta dalla parola w. Uno stato g Q @ detto osservabile se esiste una parolawl S* per cui q = d(qo,
w); un automa A € detto osservabile setutti | suoi Stati sono osservabili.

Esempio 2.2
Nel seguente automalo stato g € irraggiungibile o non osservabile, mentre ¢y e gz SoNo osservabili:

O Qe Q-
—a><b—

Gli dati non osservabili in un automa sono irrilevanti per quanto riguarda il riconoscimento e possono
essere tranquillamente soppress  rendendo  I'automa  ossarvabile per queto motivo in - seguito
supponiamo di trattare solo automi osservabili.

Dao un automaA =<Q, S,d, g, F>, due st g g1 Q sono detti distinguibili ses pud trovare una
parola wl S* per cui | (d(g, w)) * | (d(g, w)): e cioé possihile disinguere con un esperimento il
comportamento dell’automa inizidizzato con q da quelo inizidizzato con . Se viceversa per ogni
parola wl S* vde che | (d(g, w))= | (d(q’, w)), diremo g e g che sorp indistinguibili, scrivendo q » q'.
Questo dggnifica che non e possbile diginguere con esperimenti il comportamento  ddl’ automa
inizidizzato con q da qudlo inizidizzato con . Owiamente due dai sono indiginguibili se e 0o =
non sono digtinguibili.

Proposizione 2.1 » e unardazione di equivalenza, verificacioe le proprieta
1. Riflessva” q (g»q)
2. Smmerica " q,9 (g»q P g »Q)
3. Trandtiva " q,0,q" (g eq>q’ P o»q”).
» verificainoltre laproprieta
4. Seopq, dlorad(q, 2)»d(q, 2) per ogni 4 S*.
Dimodrazione E immediao ddla definizione mosrae che » e una rdazione di eguivdenza
Verifichiamo quindi solo la proprieta 4. Supponiamo che oq’. Per parole w,xl S* vale che d(d(x, q),
w)= d(q, wx) e d(d(x, g ,w))= d(q/, wx); ne segue che per ogni parolawl S* vade | (d(d(g,x).w))=! (d(q,
wx))= | (d(q, wx))=1 (d(d(q’ ,x),w)), poiché > . Questo prova che d(qg,2))»(d(q ,2).
y

21



Esempio 2.3
S consderi il seguente automa, rappresentato da diagrammadegli St

Oy
~()——)
M)

In tale automa a1 e g3 sono indiginguibili, g2 e g sono indigtinguibili mentre sono tutti gli Sati @ , g1 e
02 sono diginguihbili traloro.

La presenza in un auttoma A di dati indiginguibili ¢ permette di codtruire un nuovo automa A,
ottenuto da A “identificando” g¢li dati indiginguibili tra loro. A, ha quindi “meno” dati di A pur
riconoscendo |o stesso linguaggio.

Pil precisamente, osserviamo che la relazione »  patiziona I'indeme degli dai Q in dass di
equivdenza, indichiamo con [q], la classe di equivdenza contenente g, cioé I'indeme di dati g con
g»q . Possamo ora costruire un nuovo automa A, che ha come dati le dass di equivdenza [q], , come
funzione di trangzione d([q],, S) = [d(g, S)]» , come dao inizide la dasse di equivdenza [q]» , come
funzione! lafunzione! ([g],)=1 (q).

S ossavi che, a causa ddla Proposizione 2.1, tai definizioni sono ben poste e che il nuovo automa
riconosce |o stesso linguaggio del precedente: L(A)=L(A,,).

Esempio 2.4
Riprendendo Esempio 2.3, s ottiene Iautoma A» dove:

a
a |
—> —
4—
a

ossavahili;
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3 Sintes di automi

Affrontiamo in questa sezione il problema di sintes di automi: dato un linguaggio LI S*, costruire un
automa che riconosca L. Conddereremo in particolare il piu grande automa osservabile che riconosce
L eil minimo automa che riconoscelL.

Osserviamo che un automa A associa ad ogni parola wi S* lo stato d(q, ,w), definendo dunque una

funzione f: S*® Q dove f(w)= d(go, w). In un automa osservabile, per @ni sato q esiste una parola
wl S* tale che g= d(qgo, W): lafunzionef risulta quindi essere Suriettiva.

Nel piu grande automa osservabile per un linguaggio L parole diverse corrigpondono a deti divers,
cioé se ww' deve essere d( ¢p, W)* d( @, W'). Lafunzione f: S*® Q risulta dlora una corrispondenza
biunivoca: indicheremo con [w] lo stato corrigpondente alaparolaw.

Dato un linguaggio U s+ il piu grande automa osservabile per L el'atomaG=<Q,S,d, q,F>
dove:

1. Q={[x] IxlI S*}

2. d([x],s)=[xs]

3. g =[e

4. F={lyl |yl L}

S ossvi che gli stati di G sono essenzidmente le parole in S*, quindi per quasias L I'automa G ha
sempreinfiniti sati.

Esempio 3.1
Il grafo degli stati G per il linguaggio L={a"b™| mn>0} il seguente:

v
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Tornando a caso generde, osserviamo che due dati [x], [y] in G. sono indigtinguibili se, per ogni w,
xwl L U ywl L. L'attoma minimo M_ per L € ottenuto identificando gli st indistinguibili in G, con
la costruzione presentata in Sezione 2. Come ¢i S pud aspettare, I'automa minimo ¢, fra tutti gli automi
che riconoscono lo stesso linguaggio, quello che hail minimo numero di Sati.

Proposizione3.1 SeA=<Q,S,d, ¢, F> & un automa che riconosce L, il numero di stati di M, non
puo superare quello di A.
Dimograzione: Siano [X], [y] due dati diginguibili in G_, e quindi per una opportuna parola w vae ad
essmpio che xwl L ma ywl L. Allora gli dai d(go, X) e d(do, y) Sono stai di A distinti, poiché
| (d(d(go, X), w)=1 (d(qo, xw)) = 1, mal (d(d(qo, y), w)=| (d(go, yw)) = 0.
Sano ora [xi» [Xl» , [Xsl», ... tutti gli stati di M ; poiché [xi], [X] , [Xg] , ... Sono stati
diginguibili in G , per quanto detto sopra d(Qo, %), d(Qo, %), d(Qo, X3), ... SONO stati distinti in A. A
possiede dmeno tanti stati quanto My, dacui lates.

y

L’ automa minimo per un linguaggio L puo essere dungue determinato dal seguente procedimento:

1. Condderal’automa G (descritto da un abero con infiniti nodi)

2. Partendo dalla radice [e], vigta I'dbero in ampiezza e modificdo, fino a quando ¢i sono nuovi nodi
da vigtare. Vigtando il nodo [ws], cui ariva un arco etichettato S da nodo [w], se [ws] €&
indigtinguibile da un nodo [X] gia precedentemente vidtato dlora collega [w] a [x] con un arco
elichettato S e cancellail sottoabero di radice [ws].

3. Il nodoinizide del grafo degli sati di €[€], i nodi findli sono quelli del tipo [x] con Xl L.

Esempio 3.2
SaL={dm™| mn>0}.

Per costruire M, § pataavistarein anpiezza G_ ddlaradice [€].

1. [4 edidinguibiledal€], poiché ebl L ma &bl L.

2. [b] &disinguibile sada[€] cheda[a], poiché babl L ma eabl L ebbl L ma ad L.

3. [ag e indiginguibile da [a], come S verifica facilmente. Collega dlora [ a se stesso con un arco
elichettato “a’ e sopprimi il sottoalbero di radice [ad].

4. [a] é didinguibile da [€], da [a e da [b], come d verifica facilmente (per esempio, [ab] €
distinguibile da[b] perchébbl L ma abbl L).

5. [bel é indiginguibile da [b], come S verifica faciimente. Collega dlora [b] a se stesso con un arco
etichettato “d’ e sopprimi il sottoabero di radice [ba).

6. [bb] e indiginguibile da [b], come s verifica facilmente. Collega alora [b] a se stesso con un arco
etichettato “b” e sopprimi il sottoabero di radice[bb].

7. [aba e indiginguibile da [b], come s verifica facilmente. Collega dlora [ab] a [b] con un arco
elichettato “a&’ e sopprimi il sottoabero di radice [abd].

8. [abb] e indiginguibile da [ab], come s verifica facilmente. Collega dlora [ab] a se stes con un
arco etichettato “b” e sopprimi il sottoalbero di radice [aba].

9. Non esgtendo nuovi nodi da visitare, la cogtruzione € terminata. L'automa minimo per L={d'b™|
m,n>C} e aloradescritto dal seguente grafo deglli Sati:
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Esempio 3.3
Sa L={a""| n>0}. Osserviamo che, in G, per k,n>0 e se K n vde che [d] & diinguibile da [d' ],
poiché & b" TL ma & b" I L . Ne segue che in M_ dli i [d],, [&%],, ... , [&]», ... sono digtinti:

I'automa minimo contiene dunque infiniti gati, quind il linguaggio L={a”b”| n>0} non pud essere
riconosciuto da automi astati finiti.

4 Automi a stati finiti e grammatiche di tipo 3

In questa sezione proviamo che i linguaggi regolari (di tipo 3) sono esattamente qudli riconosciuti da
automi a gati finiti; gli automi a dai finiti risultano dunque i riconoscitori corrigpondenti a quel Sstemi
generativi che sono le grammatiche di tipo 3.

Proposizione 4.1 Per ogni linguaggio L riconosciuto da un automa a dati finiti esste una grammdtica
G ditipo3tdechelL=Lg.
Dimodrazione SSa A =< Q, S, d, go, F > un auttoma a sai finiti che riconosce L. Dato A,
costruiamo la seguente grammatica G=< SQ,P, g, > dove:
1. L’ingemeda metasmboli coincide con gli Sati ddll’ automa
2. L'assomaelo gaoinizide.
3. k> sq; éunaregoladi produzioned G seq =d(g, S).
4. g>e éunaregoladi produzionedi Gseqcl F.
Per induzione sullalunghezza ddla parola, s provache

(1) g =d( o, w)seesoloseqP ¢* w qjper ogni parolaw
Se (w)=0, cioe w=e, la proprieta (1) e verificata. Supponiamo che la proprieta Sa verificata per tutte le
parole di lunghezza a piu n, e condderiamo una parola ws di lunghezza n+1. Supponiamo che g=d(qp,
w) e che g= d(qgo, Ws), cosi che g= d(g;, S) poiché d(qp, ws)= d(d( tp, W), S),Poiché I(w)=n, per ipotes
di induzione edste un unico ¢ tae che qoP ¢* W g ; per la regola di costruzione della grammatica
numero 3, I'unica regola in G che permette di riscrivere g con una parola iniziante per g € > Sq . Ne
segue

q=d(qp, ws) seesolosepP c* wsq
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Se g é dato finale, dlora osserviamo ulteriormente che pP ¢* W seesdlose P ¢ wg e g e
finde (per la regola di costruzione della grammatica numero 4). Concludiamo che P ¢* w se e solo
se d(go, W) | F, cheequivaeadire seesolosewl! L.

7

Esempio 4.1
Sa dao il seguente automa, descritto dal diagramma degli Sati:

a
a
—> —
<—
a

Il linguaggio accettato ddl’automa € generabile ddla grammatica con assoma o e dalle seguent
regole di produzione:

Qo2 ag:, g2 agL, 1> ag2,
C]29 e

Abbiamo visto che, per ogni automa a dtai finiti € posshbile costruire una grammatica di tipo 3 che
genera il linguaggio riconosciuto dall’automa Poniamoci il problema inverso: data una grammatica di
tipo 3, codruire una automa che riconosce il linguaggio generato ddla grammatica

S condderi, a questo riguardo, una grammatica G =< SQ,P,S> di tipo 3; per la Proposizione 5.2 in
Cap.1 possamo supporre, senza perdita di generdita, che la grammatica contenga solo regole del tipo
A->sB, A>e. Ceacando di invertire la codruzione data in Proposizione 4.1, possamo costruire un
grafo con archi etichettati S come segue:

1. Vertic dd grafo sonoi metasmboli in Q.

2. Ne grafoc'éunarcodaA aB etichettato S se A= SB é unaproduzione di G.

3. NodoinizideéS

4. A éunnodofindess A-> e éunaregoladi G.

Esempio 4.2
Datalagrammatica G =< S,QP,S> con regole di produzione

Jo = ado
Qo = agx
g1 = bdo
o> e

Il grafo con archi etichettati associato € il seguente;
a

G a
/‘b—
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Interpretando i metasmboli come dtati, osserviamo che il grafo precedente non € il grafo degli Sati di
un automa. In un automa, infatti, dato uno stato g e un simbolo S esiste un unico stato prossimo d(s,q);
nel grafo precedente, ci sono invece due transzioni etichettate con S che portano da @ a due didtinti
stati @ e p. Possamo interpretare questo fatto come una specie di non determinismo: s il 9gema g
trova in un dato dato (ad esempio @), I'arrivo di un messaggio non porta necessariamente ad uno stato
prossmo univocamente individuato ddlo dtato presente e dd messaggio, bens porta in uno tra un
indemedi dati possibili (nel nostro esempio go 0 g1). Questo porta ala seguente definizione:

Definizione 4.1 Un automa a stati finiti non deterministico A éunssemaA=<Q,S,R,q,, F >,
dove Q € un insieme finito di stati, S €& un dfabeto finito, R QSXQ® {0,1} & la relazione di
transizione, gol Q élo statoiniziale FI Q él'indemedegli stati finali.

La funzione R: QSxQ® {0,1} pud essere univocamente rappresentata dala rlazione Rl QxSxQ,
dove (g, S,q) 1 R seesoloseR(@ S, q)=1 Allo stesso modo, R: QSxQ® {0,1} pud essere
rappresentata dalla funzione R”: QS ® P(Q), dove P(Q) € I'inseme delle parti di Q e R'(q, S) ={q|
R(q,s, q)=1}.

L'automa a dai finiti nondeterministico e rgppresentabile da un grefo etichettato, i cui vertici sono gli
sati di qedaqgaq céun arco etichettato con s se e solo s2 R(q, S, ')=1. Il grafo avra un vertice
specide corrispondente dlo dao inizide e dtri vertici opportumametne marcati  corrispondenti  agli
gt finidi.

Una parola w= % .. Xm € riconosciuta ddl’automa non deterministico A se essa induce nd grafo degli
L oo AT S

2' R(:Q-O) Xl l S.L): e = R(Sk1 Xk+1 ) S(+1): e :R(S’n-ly Xm ) S'T’I):]-

3. snl F

[l linguaggio L(A) riconosciuto dal’ automa non deterministico A e 1I'indeme delle parole riconosciute.

Ossaviamo che un automa a gai finitit A =<Q, S, d, g , F> & un paticolare automa non
deterministicco A =<Q, S, R, @, F>incui R(g, S,q)=1seesoloseq=d(g, S). LardazioneR &
equivdente in td caso ad una funzione d: SxQ® Q, ed ogni padla w= X .. Xn induce un unico
cammino partente dallo sato inizide.

Owviamente esgono automi a dai finiti non determinigticic che non sono automi a ddi (9 veda
Esempio 4.2). Cio nonodtante, i linguaggi riconosciuti da automi non deterministici coincidono con
quelli riconosciuti da automi deterministici:

Proposizione 4.2 Per ogni linguaggio L riconosciuto da un automa a dai finiti non deterministico
finiti esste un automa a gati finiti che lo riconosce.

Dimostrazione SaA =<Q ,S, R, ¢, F>un attoma a dati finiti non deterministico che riconosce L.
Possamo codtruire il seguente automa determinisico A’ =< Q' , S, d, gy , F > che riconosce lo
sesso linguaggio come segues
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=

Q = 2, ciodgli stati del nuovo auttoma A’ sono i sottoinsiemi degli Stati di A.

2. Se Xi Q, dlora d(X, s)={q'| R(q,s,q')=1 e d X}, cioé d(X, S) & I'indeme di stati accessihili da X
CON un arco etichettato con s .

3. G ={d}

4, F ={X| Xl Q e XCF* @}, cioe F & formao dai sottoinsemi di Q che contengono dmeno un stato
inF.

Per induzione sulla lunghezza della parola, a causadelle condizioni 2. e 3. di dimogtra facilmente che:

Per la4. segueinfinechex ... xm € riconosciutada A se e solo se ériconosciutadaA’.

Esempio 4.2
Dato |’ automa non deterministico descritto dal seguente grafo:

G )
/"b—

Un automa determinitico equivdente, che riconosce cioe lo sesso linguaggio, ottenuto con la
costruziore mostratain Proposizione 4.2, el seguente:

GO :

b

Nota bene nd grafo cos ottenuto non viene visudizzaio lo sato {q;} in quanto tde stato non e
ossarvabile.

Possiamo a questo punto concludere:

Teorema4.1 Le due seguenti affermazioni sono equivaenti:

(1) L égenerato daunagrammaticadi tipo 3

(2) L ericonosciuto da un automaadtati finiti

Dimodtrazione:

(2) implica(2).

E il contenuto di Proposizione 4.1.

(2) implica(2).

Data una grammaica G di tipo 3 che genera L, 9 costruisce il grafo eichettato associato, che pud
esre interpretato come automa a dai finiti non deterministico che riconosce L. S codruisce infine
comein Proposizione 4.2 un automa a gati finiti che riconosce L.

i
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In Proposizione 4.2 abbiamo modtrato che per ogni automa non determinigtico a dai finiti esse un
automa deterministico equivdente. Va per contro osservato che, se I'automa non deterministico ha M
dati, il nuovo automa deterministico pud avere fino a 2¥  dati, cosa che rende inutilizzabile la
cogtruzione in molte gpplicazioni.

5 Automi a gtati finiti e espressioni regolari

In questa sezione introduciamo una classe di espressoni (le espressioni regolari) ed associamo in modo
naurde ad ogni espressone un linguaggio. Modtriamo poi che la cdasse di linguaggi denotati da
espressoni regolari e laclasse di linguaggi riconosciuti da automi agtati finiti (Teoremadi Kleene).

Definizione 5.1 Dato un dfabeto S, le espressioni regolari su'S sono definite induttivamente:
1. d,e s (persl S) sonoespressioni regolari
2. sep, qsono espressioni regolari, dlora (p+q), (p.9), (p*) sono espressioni regolari

Richiamiamo orache, dati linguaggi Ly, LoeL sull’dfabeto S:

1. Unionedi Ly e L, &il linguaggio Ly EL, ={x|xI L; oxl L2}

2. Prodottodi Ly eL, &illinguaggioLs. Lo ={xylx Lieyl L, }

3. Chiusura(di Kleene) di L &il linguaggio L*= L°E L¥E...E LXE D

k=0

Ad ogni espressione regolare p associamo un linguaggio L (e diremo che p denota L) come segue:

1. gdenatail linguaggio vuoto, € denotail linguaggio { €}, s denotail linguaggio {S}

2. s p,gm denotano rispettivamente L1, L2 e L, dlora (p+qg), (pd), (m*) denotano rispettivamente
L.EL,, L1 Ly, L™

Esempio 5.1
arb*a*+(ab)* e una espressione regolare che denotail linguaggio L dove:
L = {w |w=ab“d (j k.’ 0) ow=(ab)* (k30)}.
Il linguaggio {w | w=a2** ( K 0) } & denotato dall’espressione regolare a(aa)* , oppure da (ag)*a o
(ad)*a(ad)* (o daaltre ancora).

Ossrviamo che le espressoni regolari denotano  linguaggi in modo composzionale: una data
espressone indica le operazioni di unione, prodotto e chiusura che, gpplicate a linguaggi-base @, {e},
{s}, pemettono di ottenere il linguaggio denotato. Questo permette I'uso di tecniche induttive per
mostrare proprieta dei linguaggi denotati da espressioni regolari. Ad esempio, per mostrare che una
proprieta P vae per tutti i linguaggi denotati da espressioni regolari, basta provare che:

1. |Ilinguaggi base @, {€}, {s} verificano la proprieta P

2. Seilinguaggi A,B verificano laproprieta P, aloraAE B, AB, A* verificano la proprieta P.

Esempio 5.2

Data una parola w=xiX,.. %n, la sua trasposta wWR & la parola WR = %nXm.1.. X dato un linguaggio L, il
suo trasposto LR & il linguaggio {w | wR T L}. Vogliano provare che se L & denotato da una
espressione regolare, aloraanche LR 1o & A tal riguardo, basta osservare:
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1 gR=g, {ef={e} ,{s}R={s},
2. (AEB)R=AREBR, (AB)R=BFAR (A*)R=(AR)*

Le regole precedenti permettono, conoscendo I’ espressione che denota L, di cogtruire I’ espressione che
denota LR, Per esempio, se (at+b)(ac+ba)* denotal, allora (cat+ab)* (a+b) denota LR

| linguaggi denotati da espressoni regolari sono tutti e soli quelli riconosciuti da automi a Sati finiti,
come enunciato nel seguente:

Teorema (di Kleene) 5.1 Le due seguenti affermazioni sono equivaenti:

(1) L edenotato daunaespressione regolare

(2) L ériconosciuto daun automaa gati finiti

Dimostrazione:

(2) implica(2).

Basta provare che:

1. &, {e}, {s} sonoriconosciuti da automi a Sati finiti

2. SeA, B sono riconosciuti da automi a stati finiti, dlora AE B, AB, A* lo sono.
Per il punto 1., basta osservare che:

-0 0 -0+0

Sono automi che riconoscono rispettivamente @, {e}, {s}.

Per il punto 2., supponiamo che A,B siano riconosciuti da automi a tati finiti.

Per la Proposizione 4.1, A € generato da una grammatica G'=< S,Q',P’,S > di tipo 3 e B € generato da

una grammaica G’=< SQ",P’,S’ > di tipo 3. Senza perdita di generdita, possamo supporre che le

regole siano dd tipo g S¢; oppure gc—> €, ed inoltre che Q' e Q" Sano indemi disgiunti.

S veificafaciimente che:

a. AEB é gengao ddla grammdica G;=< S,Q;,P1,S; >, dove Q; contiene i metasmboli in Q' i
metasmboli in Q” e un nuovo metasmbolo §, mentre P; contiene le regole in P, leregolein P’ e
lenuoveregole §>S ,S$> S

b. AB e geneato dalla grammatica G=< S,Q,,P,,S >, dove & contiene i metasmboli in Q' e in Q”,
mentre P1 contiene le regole in P’, ad esclusone di quele dd tipo g >€, tutteleregolein P” ele
nuoveregoleq = S’ per ogni metassimbolo ' in Q' per cui g > € éunaregolain P’.

c. A* e generato dalla grammatica G=< S,Q’, Ps;, S >, dove P3 contiene le regole in P piu le nuove
regoleq > S per ogni metasmbolo g in Q' per cui g > e eunaregolain P'.

(2) implica(2)

Sa L riconosciuto dall’automa a sati finitit A=< Q, S, d, g, F>; vogliamo eshire una espressione

regolare che denota L.

A td riguardo, per ogni dtato ¢k consideriamo l'automa Ak =< Q, S, d , o , F > che differisce da A

solo per lo gato inizide, che &€ gk anziché @p. Sia X il linguaggio riconosciuto da Ak, cosi che L=Xo.

Ossarviamo che:

1. €l X, seesoloseqy &gatofinde

2. swl X seesolosed(gy,s)=qg ewl X;.

Per ogni stato finde qc , possamo quindi scrivere I’ equazione:
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| X = {8} E (Esisqa,9=q S X))
Anaogamente, per ogni stato non finale g possamo scrivere I’ equazione:
Xs: ( EsT S,d(s,09)=qj S Xj)
Abbiamo ora un sstema in cui le incognite sono linguaggi; il numero di incognite € indltre pari d
numero delle equazioni. Va segndato indtre che il Sstema € “lineare a destrd’ (la parte sinistra di ogni
equazione € una variabile, mentre la parte destra € una unione di prodotti, ed in ogni prodotto
I'incognita compare d piu una volta ed in ultima poszione). Allo scopo di risolvere tde Sstema,
cominciamo con lo studio dell’ equazione
(#) X=AXEB
dove AB sono linguaggi e supponiamo che el A. Tde equazione ammette una sola soluzione che &
X=A*B
- A*B éunaluzione, come s verificaimmediatamente:
A(A*B)EB=A({e}EAEA?...E AX.)BEB=( AEA%..E AX.)BEB=( AEA%.E AX.E{€e})B=A*B

- Tde snluzione e indtre la sola Supponiamo infaiti che ¢ dano due soluzioni didinte X,Y tdi che

X=AXEB e Y=AYEB. Sia h k lunghezza della piti corta parola che distingue X da Y (s trova in

un linguaggio e non nel’dtro) e sa indtre s la lunghezza ddla piu corta paola in A ( s>0 poiché

per ipotes el A). La pill corta parola che distingue AXEB da AYEB risulta dlora di Lnghezza

h+s>h: assurdo, poiché X=AXEB e Y=AYEB.
Il Sstema pud essere risolto per sodituzione: s fissa una equazione e una incognita in essa contenuta,
la g risolve come (#) e 9 sodituisce il risultato in ogni dtra equazione, gpplicando poi opportunamente
la proprieta distributiva S ottiene un Sstema ddlo stesso tipo, con una equazione in meno ed una
incognitain meno.
Al termine ogni linguaggio Xy, e quindi in particolare L= X%, verra ottenuto applicando a @, {e}, {s}
un numero finito di volte le operazioni di unione, prodotto e chiusura.

y

Esempio 5.3
Dato il seguente automa che riconosceil linguaggio L, trovare I’ espressione regolare che denota L.

b a b
CO—00D
«——
a

Detto qo lo dao inizide e qu 'adtro stato, otteniamo il Sstema (utilizzando per comodita il smbolo +
invecedi E):

Xo=€e+ aX1+bXo

X1= aXp+thX;
Risolvendo la seconda equazione:

X1: b*aXo
Sostituendo la soluzione data dalla seconda equazione nella prima e raccogliendo:

Xo= € +a(b*aXo)+ bXo= € + ab*aXo+ bXo= € + (ab*a+ b) Xo

Risolvendo:
Xo= (ab*a+b)* e=(ab*a+h)*=L
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Esempio 54 R
Il linguaggio L={w | wl {a,b}* e bb non e fatore di w} & riconosciuto dal seguente automa non

deterministico:
a \ b
— >
Co—0O)
a

Trovare |’ espressione regolare che determina lo stesso linguaggio.
Detto qo lo dao inizide e qu I'dtro dato, otteniamo il ssema (utilizzando come prima il smbolo +
invecedi E):
Xo= aXpt+bhXi+e
Xl = aXO
Sodtituendo la soluzione data dalla seconda equazione nella prima e raccogliendo:
Xo= (at+ba)Xo+€e
Risolvendo:
Xo= (atba)*e
Dacui L= X = (atba)*, ottenendo una espressione regolare che denota L.

Una ddle implicazioni del teorema di Kleene € la chiusura de linguaggi regolari sotto unione, prodotto
e chiusuradi Kleene: se A e B sono linguaggi regolari, dloraAEB, AB, A* |o sono.

E ulteiormente posshile provare che i linguaggi regolari sono chius rispetto dle operazioni di
complemento eintersezione:

Teorema5.2 SeA, B sono linguaggi regolari, dloraA° e AE B lo sono.
Dimostrazione: Se A € regolare dlora € riconosciuto da un automa a gati finiti determinitico< Q, S,
d, o, F> E immediato verificare che 'automa< Q, S, d , go , Q\F >, identico d precedente salvo
I'aver scambiao g¢li sati non findi con gli dtai findi, riconosce AC . Quindi i linguaggi regolari sono
chius rigpetto d complemento. Essendo chius rigpetto al’unione, sono dlora chius  rispetto
al’intersezione, poiché per lalegge di De Morgan:

AEB = (A°E B®)°

6 Espressioni regolari in UNIX

Le espressoni regolai sono molto usate in UNIX come formdismo per specficare linguaggi
aull’dfabeto de careteri. Molti comandi importanti  effettuano infaiti elaborazioni su testi e possono
esere gpplicati a linguaggl specificati attraverso sottoclass di espressioni regolari (oppure, in - certi
cad, estensoni delle espressioni regolari). Tra citiamo awk, ed, ex, grep, pg, sd, lex e vi.
Presentiamo qui due esempi:

- leespressoni regolari semplici eil comando grep;

- leespressioni regolari estese e il comando lex.
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6.1 Espressioni regolari semplici

Abbiamo visto che, dato un dfabeto S, le espressioni regolari su S sono opportune parole sull’ afabeto
S esteso coi smboli @, e, +, ., *, (,) . Tdi parole sono ottenute a partire dai simboli @, €, S (per
s1 S) gpplicando iterativamente la seguente  regola se  p, q sono espressioni regolari, alora anche
(ptg), (p.9), (p)* lo sono. Sottoclass di espressoni regolari possono essere ottenute ponendo
restrizioni ala precedente regola di formazione, togliendo eventudmente le parentes e il linguaggio
denotato dall’ espressione non cambia ( ad esempio, ((atb)+c) pud essere riscritto come (at+b+c)).
Vediamo dcuni esempi:

Dato un dfabeto S, le class su S sono espressioni regolari ddl tipo (Xi+ %+ ... + X, ), dove % € una
lettera in S. Ad esempio, se S = {ab,c,d}, allora (atb+c+a) oppure (b + d) oppure (c) sono class,
mentre a oppure acd oppure (a+c)*bd non lo sono. Il linguaggio denotato da una classe € un
sottoinsemedi S.

Le espressioni regolari semplici sono espressoni regolari dd tipo (¢.c; . ... .Cp ), dove G € 0 una
classe, 0 una classe seguita da *. Ad esempio ((at+d).(b+c)*.(atd)) € una espressione regolare semplice,
che denota il linguaggio di parole che iniziano col smbolo a oppure d, seguito da una paola
sull’dfabeto {b,c} e terminano col ssimbolo a oppure d. (a*+b*) € invece una espressione regolare ma
non € una espressione regolare semplice.

Essenzidmente, le espressioni regolari semplici in UNIX sono espressoni regolari  semplici

sull’ alfabeto dei caratteri ASCII, con due avvertimenti:

- dcuni caratteri ASCIl sono usati in UNIX per denotare operazioni, quindi non possono essere usdti
direttamente come caratteri; tali caratteri potranno tuttavia essere codificati con opportune parole.

- Poiché i caratteri ASCIl sono 256, s sono invertati trucchi per specificare dcuni sottoingemi di
caratteri in maniera compatta

Per quanto riguarda il primo punto, escluderemo i caratteri ~, $, ., \, -, [,].* .+, 2L LG) ",

%, <, >, che denotano operazioni in UNIX e ¢ limiterenD a congderare i rimanenti caratteri.

Indicheremocon S i rimanenti caratteri, che vengono ordinati con un ordine totae:
S={...<0<1<...<9<...<A<B<...<Z<...<a<b<...<z<...}

Un intervallo dell’ ordine totae puo essere identificato dai suoi estremi: con x-y denotiamo quindi tutti i

caratteri ztdi chex £z £ y. L'indeme degli intervalli @dlorail linguaggio I(S) = S-S = {x-y | x)l S};

S osservi che SEI(S) formaun codice.

Le class di caratteri in UNIX sono le parole ndl linguaggio [((SEI(S))*]E[SEI(S))*] , e diole
parole de tipo [x1 X2 ... % ] O [ X1 X2 ... X)) con x| SEI(S). Ogni classe w di caratteri viene
interpretata come il sottoinseme K(w) S, definito come segue:

- sex,yl SdloraK([x]) = {x}, mentre K([x-y]) ={z|x£z£y, 2 S}
- K({xax ... xn])=K([x1]) E K([x])E ... E K([x])
- K([™1X2 .. %) =S\K([X1 X2 ... %])



Esempio 6.1 . .
K(A]) = {A}, K([aAb]) = {abA}, K(3-7]) ={3,4,56,7}, K([13-79]) = K([1]) E K([3-7]) E K([9])
= {1,3/4,5,6,7,9}, K([*3-5A-D])=S\{34,5A,B,C,D}={..,0,1,26,7,..9, ..., EF, .., Z,....ab,..z, ...}.

Le espressioni regolari semplici in UNIX  sono espressioni regolari dd tipo g . ... G, dove gceo
una class di caratteri, o una class di caratteri seguita da * . Interpretando come prima le class di
caratteri come sottoinsgemi di S, il smbolo * come chiusura di Kleene e la sequenza come prodotto di

linguaggi, ogni espressione regolare semplice € interpretata come linguaggio contenuto in S*.

Esempio 6.2
[1-3][bd] vaeil linguaggio {1,2,3} { b,d}={1b,1d,2b,2d,3b,3d}
[1-3]*[bd] vdeil linguaggio {1,2,3}*-{b,d}, cioé le parole sull’ dfabeto { 1,2,3} seguite da b oppure d.

6.2 String matching in UNIX: il comando grep

Un importante problema che g ritrova frequentemente nella eaborazione di testi € lo “dring
matching’. Nella versone pili semplice, tde problema richiede, date due parole ptl S* dette
rispettivamente pattern e testo, di determinare se il pattern € un fattore del testo, cioé se t=xpy per
opportuni X,y. Tae problema puo essere esteso considerando un linguaggio L come pattern e chiedendo
in quali pogzioni di t compaiono paroledi L.

Il comando grep (Globd Regular Expresson Printer) risolve in UNIX un problema di string matching
in cui il linguaggio pattern viene pecificalo da una epressione regolare semplice e il testo € un file di
testo ASCIl. Per esempio, per ricercare la parola “automa’ in un file di testo UNIX chiamato
dispensatxt bastera digitare il comando:

grep ‘automa dispensatxt
In uscita verranno visudizzate tutte le righe del file dispensatxt contenenti la parola” automa’.

6.3 Espressioni regolari estese

Essenzidmente, le espressoni regolari semplici sono concatenazioni di class 0 class iterate. Partendo
dalle espressioni regolari semplici, S possono ottenere le espressioni regolari estese gpplicando
iterativamente la regola se r, s ON0 espressioni regolari estese dlora (rs), (rls), (nN*, (nN+, (r)? sono
espressioni regolari estese.

Ad esempio, ([ad1]2)*|[f]? € unaespressione regolare estesa.

Interpretando  opportunamente la concatenazione e | come operazioni binarie su linguaggi, *,+,? come
operazioni unarie sui linguaggi, ogni eressone regolare estesa denota un linguaggio sull’dfabeto S
dei caratteri. In particolare, s X e Y sono linguaggi su S, dlora

- XY ={xy{ Xy Y} (Usuale prodotto di linguaggi)

- X|Y =XEY (Usude unione di linguagg)

- X* ={e}EXEX?E...EX E... (Usudechiusuradi Kleene)

- X+=XEX’E...EX'E... (in precedenza denotato con X*)
- X?={e}EX



Ad esempio, usando la precedente denotazione, I espressione regolare estesa, ([a-d1]2)*[[f]? denotail
linguaggio {a2,b2,c2,d2,12} * E{ e} E{f}.

6.4 Analizzatorelessicalein UNIX: il comando lex

Le fred ddl'itdiano scritto sono potenzidmente infinite, ma codituite da parole, normamente di
poche lettere, riconoscibili perché “separate’ tra loro. Queste parole formano il lessico, e I'andis
grammdticde le divide in gruppi “logicamente omogena”: i nomi, gli articoli, i verbi e cos via

Esempio 6.3

“aul-cestdlo-di-Verona™ batte-il-sole-a-mezzogiorno” € una frase, frammento di una nota poesia di
Carducci, vista come parola contenente i smboli specidi -, . Néla frase sono facilmente individuabili
le parole ddl lessico: aul, cagtdlo, ...., mezzogiorno.

L'andis dd lessco non € in grado, owiamente, di attribuire dgnificato dla frase, pur potendo
codituire una utilissma pre-elaborazione per la comprensone. Una Stuazione andoga S riscontra in
lingueggi atificddi qudi i lingueggi di programmezione. Il significato di un programma, scitto in un
dato linguaggio di programmazione, viene atribuito operaziondmente dad compilatore. Il compilatore
€ un dgoritmo che, ricevendo in ingreso il testo T di un programma sitto in un dato linguaggio di
programmazione (detto linguaggio sorgente) lo traduce in un corrispondente programma Z <critto in un
linguaggio (detto linguaggio oggetto) direttamente eseguibile dall’ eaboratore.

La prima fase ded processo di compilazione e la cosddetta analis lessicale. Ogni linguaggio di
programmazione ha un U0 lessico. Gli dementi dd lessco sono divis in gruppi “logicamente
omogena” tavolta detti token. EsS sono ad esempio gli identificatori di variabili (come PIPPO,
ddtax, ....), le coganti (come 100, 3.14 , ....), dli operatori (come +, * , -,:, =, ..), I commenti
(seguiti e preceduti da opportuni segndatorl) le parole chiave dd linguaggio (if, dowhlle ...) e cos
via

| linguaggi corrispondenti a token sono generdmente molto semplici, denotabili con  espressoni
regolari; di conseguenzal’individuazione di prefissati token in untesto T richiede:
1. lacodruzione degli automi agtati finiti che riconoscono i linguaggi corrigpondenti ai token; tdi
automi esstono grazie d teoremadi Kleene;
2. lascansonedd testo T da parte degli automi precedentemente costruiiti.

Ogniquavolta una sottostringa del testo T viene riconosciuta appartenente a un token, |'andizzatore
lessicde dtiva ddle azioni, che comportano la sogtituzione ddla sottostringa con una nuova stringa
Allafine otteniamo una nuovarappresentazione interna V dd testo T, utile per lacompilazione.

Il comando lex di Unix fadlita la codruzione di andizzatori lesscdi implementando automaticamente
i punti 1. e 2. sopra riportati. 1l programmatore deve solo  definire i token che vuole riconoscere
(scrivendo | espressione regolare estesa che denota il token) e le azioni da compiere ogni qua volta un
certo token viene riconosciuto (implementando tali azioni con semplici istruzioni nel linguaggio C).

Diamo un esampio, semplificando a scopo didattico. || seguente file "tokens' specifica le espressioni

regolari estese che denotano i token; di fianco ad ogni espressone viene indicata l'azione da
intraprendere, scrittain C:
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%0

[ \t\n]

\{ printf("BEG N\Nn");

\} printf("END Nn");

[O)] printf("%\n",yytext);
"IN n] *[\n] printf("rem //\n");
if|else printf("key: %\n",yytext);
[ A- Za- z] [ A- Za- z0- 9] * printf("var: %\n",yytext);
== \>|\ <]\ <=\ >=| I = printf("opc: %\n",yytext);
[0-9]+(\.[0-9]+)? printf("num %s\n",yytext);
[ A-Za- z] +\ ([ A- Za-z"] *\); ? printf("fun: %\n",yytext);
%

Lavariabile"yytext" contiene la sottostringa di testo gppena riconosciuta.
Ad esempio, condderiamo il testo T = .... ORDINA(pippo) ... . Non appena |'andizzatore lessicae

legge la dringa ORDINA(pippo)  I'automa corrispondente  al’ espressione [ A- Za-z] +\ ([ A- Za-
z"]1*\);? riconoxce tde dringa che viene posta in  yytext. Viene infine eseguita |'azione
printf("fun: %s\n", yytext); con l'effeto di  sodituire ORDINA(pippo) con  fun:
ORDINA (pippo).

Il comando:
lex tokens
generail programma C "lex.yy.c", che corrisponde dl'andizzatore lessicale da noi desiderato.
Digitando orail comando:
cclexyy.c-ll-olexicad
compiliamo il programma C "lex.yy.c", ottenendo il file eseguibile "lexicad".
Per vedere |'effetto ddl’applicazione di “lexicd” a un teto, condderiamo come testo il seguente file
"prog.c" contenente un semplice programma C:

//framento di un programa C
mai n()

{
i f (budget>=1999. 99)
st anpa(" ok");
el se
st anpa("ko");
}

Mandiamo in esecuzione “lexica” sul testo “prog.c’ mediante il comando:
lexica<prog.c
A questo punto I’ uscitaavideo sara:

rem //

fun: main()

BEG N

key: if

(

var: budget

opc: >=

nunt 1999. 99

)

fun: stanpa("ok");
key: el se

fun: stanpa("ko");
END
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